Niech F = [P, Q, R] bedzie polem wektorowym okreslonym w zbiorze G C R? i niech K bedzie krzywa
zamknieta skierowang w tym zbiorze. Wtedy catke §  Pdr + Qdy + Rdz nazywamy cyrkulacja pola

wektorowego F po krzywej K. Cyrkulacje pola F' mozna zapisa¢ w postaci

gS?od? ,d7 = [dr, dy, d2] .
K

Niech S bedzie gtadkim ptatem powierzchniowym zorientowanym. Wtedy catke ﬂs Pdydz + Qdzdx +
H

Rdzdy nazywamy strumieniem pola wektorowego F' przez powierzchnie S (ze strony dodatniej na strone
H
ujemna). Strumiefi pola F' mozna zapisaé w postaci

— — —
ﬂ FodS , dS =|dydz, dzdz,dzdy] .
S

Wykorzystujac powyzsze pojecia i notacje mozna zapisa¢ twierdzenie Greena w postaci

%
Twierdzenie 1 Jezeli pole wektorowe F = [P,Q] jest rézniczkowalne w sposdb ciggly wewngtrz i na
brzegu zbioru regularnego D, przy czym brzeg K tego zbioru jest krzywq skierowang dodatnio wzgledem

wnetrza, to
98 Fodr = fj rot ?dxdy.
K D

Uogolnieniem twierdzenia Greena jest ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 2 (Stokesa) Jezeli S jest platem kawalkami gladkim zorientowanym, ktdérego brzeg K jest

krzywq kawatkami gladkqg, skierowang zgodnie z orintacjg plata S, a pole wektorowe F = [P,Q, R] jest
rozniczkowalne w sposob ciggly na placie S i na jego brzegu, to

— —
86 Fodr = ffrot Fdzxdy .
K D
Powyzszy wzér, zwany wzorem Stokesa, po rozwinieciu mozna zapisa¢ w postaci

QSPd:v + Qdy + Rdz = ff (%}; — %) dydz + (%I: — g—f) dzdx + (% — %1;) dxdy .
K S

Przyktad Oblicz catke I = § (2 — y)do + (x — 2)dy + (y — x)dz po krzywej K postaci 2 4+ y* = 4,
r+2z=0.

Najpierw ustali¢ nalezy czym jest krzywa K. Powstaje ona jako cze$¢ wspolna powierzchni walcowej
2? + y? = 4 i plaszczyzny x + 2z = 0. Osig symetrii powierzchni walcowej jest o Oz, wektor normalny
plaszczyzny jest postaci m = [1,0,1]. Oznacza to, ze prosta i wektor nie sg do siebie ani prostopadte, ani
rownolegte. Stad i z podstawowych faktow z geometrii wynika, ze krzywa przeciecia tych dwoch powierzchni
jest elipsa.
Mamy
P=z—y , Q=2—2 , R=y—=x

ar—1
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Z twierdzenia Stokesa mamy

I= gS(z —y)dx + (x — 2)dy + (y — x)dz = ff 2dydz + 2dzdx + 2dxdy .
K S



Ptat S jest zbiorem ograniczonym wspomniang wyzej elipsa lezaca w plaszczyznie z 4+ z = 0. Zatem
réwnanie funkcyjne plata S mozna zapisa¢ w postaci z = f(x,y), gdzie f(z,y) = —x. Stad f. = —1,
f,=0i

I= ﬂ2dydz+2dzdx+2dxdy = U (2:142-0+2-1)dedy = 4ﬂd;cdy = 4|D|,
S D D
gdzie D jest rzutem prostopadltym S na plaszczyzne xOy, czyli kotem 22 + 32 < 4. Poniewaz pole zbioru
D jest rowne 47, wiec [ = 16m.
Twierdzenie Stokesa tgczy caltke krzywoliniowa skierowang po krzywej zamknietej, czyli cyrkulacje pola

ﬁ
F 7z Eiﬁk@ powierzchniows. Kolejne twierdzenie taczy catke powierzchniowa zorientowana, czyli strumien
pola F'| po placie zamknietym z catky potrojna.

Twierdzenie 3 (Gaussa) Jesli S jest zorientowanym na zewngtrz, kawatkami gladkim platem zamknie-

%
tym, ktéry jest brzegiem zbioru domknictego G C R3, a pole wektorowe F = [P,Q, R] jest rézniczkowalne

w sposob ciggly w zbiorze G, to
5[98 Fods = ﬂj div Fdzdydz .
s G

Powyzszy wzor, zwany wzorem Gaussa, po rozwinieciu mozna zapisa¢ w postaci

gﬁﬁ Pdydz + Qdzdzx + Rdxdy = ﬂf (22 + 92 4 91) dadyd .
S G

Przyktad Oblicz strumien pola F = (22, 2y, 22] po zewnetrznej stronie sfery z2 + y* + 22 = 0.

I= @S Sxdydz + 2ydzdz + 2zdrdy = Hj (2+ 2+ 2) dedydz =6 Hf dzdydz = 6|G] .
S G G

Ze wzoru na objetosé kuli mamy I = 6|G| = 2167.

H
Przyklad Oblicz strumieni pola F' = [22, 9% 2% po zewnetrznej stronie bryly ograniczonej przez po-
wierzchnie stozkowg z = /&2 + y? 1 plaszczyzne z = 1.

I = @ 22dydz + v dzdr + 2*dedy = jjj (2x + 2y + 22) dzxdydz
G

S
gdzie G : (x,y) € D, Va2 +y? < z < 1, za§ D jest rzutem prostopadlym S na plaszczyzne xOy, czyli
kotem 22 + y? < 1. Zatem

I = ff [/\1/@2 (z+y+2) dz] dady = ff {(2(93 +y)z+ 2’2)‘1\/@(&} dxdy
ff {2@ +y) (1 - \/m> +1—(*+ yQ)] dxdy .

Po przejéciu do wspdirzednych biegunowych (A : r € [0,1] , ¢ € [0,27]) otrzymujemy

I = ff 2(rcosp + rsing)(1 — %) + 1 — 7“2} rdrde
1

— /01 :/OQW [27’2(1 —1r%)(cosp +sing) + (1 — rQ)} dgp} dr

2w

1 -
- / 2r*(1 = 1%)(sin — cos ) +r(1 =) " dr
o L

! 2 2 1, 4!
= /027rr(1—r)dr:7r{r —57“}0:5.




Przyktad Oblicz strumien pola F = [2,y, ] przez dolng strone paraboloidy z = 22 + y?, 2?2 + y* < 4.

Rozwazany ptat nie jest ptatem zamknietym, wiec nie mozna uzy¢ w tym momencie twierdzenia Gaussa.
Mozna jednak domknaé go kotem 22 +y? < 4 lezacym na plaszczyznie z = 4. Oznaczmy wiec plat wyciety
z paraboloidy przez Si, a kolo (jego gbérna strone) przez S,. Zgodnie z tymi oznaczeniami postawiony
problem sprowadza sie do obliczenia catki I} = @Sl zdydz + ydzdx + xdxdy. Poniewaz S = S; U Sy jest
platem kawaltkami gladkim, zamknietym, ktoéry ogranicza bryte G postaci G : 22 +y? < 2 < 4, 22 +y? < 4,
wiec

4
/ 1 dz] dxdy

x2 +y2

I = S@S zdydz + ydzdx + vdrdy = ij ldzdydz = Jf
S ¢ b

= [Jli- ey = [ [T s

2 3 2 1.4]2
= /027r(4r—7’)d7":7r[4r —57“}0:87&

Z drugiej strony obliczamy catke powierzchniowa zorientowana po Sy o réwnaniu z = f(z,y), f(z,y) = 4,
2®+y* <4 Mamy f, =0, f, =01

I, = @ zdydz + ydzdx + rdxdy = ff(él 0+y-0+2a-1)dedy ,
So D

gdzie D jest rzutem prostopadlym S, na plaszczyzne Oy, czyli kotem 2% + y? < 4. Zatem

Igzjfxd:cdy:/oz [/O%rcosgp'rdgo} dr:/o2 [TQSingo}iﬂdr:O.
D

Ponadto,

1= @ zdydz + ydzdx + xdxdy = ﬁ zdydz + ydzdx + xdxdy + @ zdydz + ydzdx + xdxdy = I, + I, ,
S S1 Sa

wige 81 = I; + 0, a zatem
Il = 87 .



