Analiza wektorowa
Przyklad 1. Oblicz gradient funkcji f(z,v,z) = (z* + y?)z.

Obliczamy pochodne czastkowe funkcji f i mamy
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Zatem gradf = [2xz,2yz, v + y?].
Przyklad 2. W jakich punktach wektor gradf, gdzie f(z,y) = (2 +y?)*/?, ma dlugosé 2?7

Mamy
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gradf| = \/<3x\/m) * (3?/\/:':2 + 92) = /922(22 + 1) + 92 (22 + 17) = /922 + 12)? = 3(a%+y7)
Zatem

gradf| =2 & (*+y1)=2,
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co oznacza, ze punkty o tej wlasnosci, ze wektor gradf ma dtugos¢ 2 leza na okregu o srodku w poczatku
uktadu wspéhrzednych i promieniu 1/2/3.

Przyktad 3. Oblicz dywergencje funkcji wektorowej F(z,y,2) = [y* + 2%, 2% + 22, 22 + ?].
Mamy P(z,y,2) = y* + 2, Q(z,y,2) = 2® + 2%, R(z,y,2) = 2* +¢* i
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Przyklad 4. Oblicz laplasjan funkcji f(z,y,2) = In(z? + y? + 2?).
Mamy
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Podobnie otrzymujemy
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Przyktad 5. Oblicz rotacje podanego pola wektorowego F(x,y,z) = [y, z, z].

Korzystamy ze wzoru
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Stad rot F = 0,0,0].
Przyktad 6. Sprawdzié, czy pole
é

F =€ cosx, —e”siny]
jest bezwirowe. Jesli tak, to wyznaczy¢ potencjat tego pola.
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Korzystamy ze wzoru rot F' = %—g — ‘?9—1;. Aby pole byto bezwirowe (potencjalne), musi by¢ spetniony wa-
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runek rot F' = 0. Mamy
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— = —€"siny, oraz — = —e"siny.

By 4 Bz 4

Zatem rot F = %—2 — %—5 = —e%siny + e*siny = 0. Zatem pole jest bezwirowe. Potencjalem tego pola
jest funkcja f taka, ze
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Po scatkowaniu pierwszego wyrazenia otrzymujemy

fz,y) = € cosy + c(y).
Obliczamy pochodng czastkowa po y z powyzszej funkcji i poréwnujemy z drugim wyrazeniem. Mamy
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stad g—; = 0, co oznacza c(y) = ¢, gdzie ¢ jest stala rzeczywista. Zatem potencjal ma postaé

Fla,y) = e cosy + c(y).



Zadania do samodzielnego rozwigzania

1. Oblicz gradienty podanych funkcji:

a) f(x,y,2) = Va2 +y? + 22,

b) f(SL’, Y, Z) = x2+;2+22-
R
2. Zmalez¢ punkt (x,y), w ktérym gradf = [1,—16/9], gdzie f(z,y) = In(z + 1/y).

3. Oblicz dywergencje pola wektorowego
a) F(z,y,2) = [v°yz, xy’z, 2y2?,
b) F(x,y,2) = [e®y, — cosy, sin® 2].

4. Oblicz rotacje podanych pél wektorowych
a) F(x,y,2) =[z,y, 2],
b) F(z,y,2) = [z z,yl,
c) F(z,y,z) =y, z, x].

5. Oblicz warto$¢ laplasjanu funkcji f(x,y, 2) = 22e¥* + xy32? w punkcie Py(2,—1,—1).

é
6. Sprawdzi¢, czy pole F' = [ze™ + xyze™, x?2e™, xe™] jest bezwirowe. Jedli tak, to wyznaczy¢
potencjal tego pola.



