Catka powierzchniowa i krzywoliniowa zorientowana - ¢wiczenia
Zadanie 1. Korzystajac z Twierdzenia Gaussa z wykladu:

(a) Obliczy¢ strumien pola F = [2, 92, 2%] przez zewnetrzng strone powierzchni S czworogcianu ograni-
czonego plaszczyznami x =0,y =0,z =0,z +y + 2z = 3.

(b) Obliczy¢ strumieni pola F = [2zy, —y2, 22] po zewnetrznej stronie bryly ograniczonej przez
24+y*+22<9, v20, y=0, z2>0.

(c) Obliczy¢ strumien pola F = [x+y, y+2, 2+1] przez powierzchnie S = {x*+y*+2? = 1} zorientowana
na zewnatrz.

(d) Obliczyé¢ strumien pola F = 3z, —v, 22] po zewnetrznej stronie brylty ograniczonej przez 22 +y*+2? <
4, 20, y=>0, z>0.
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(e) Obliczy¢ strumien pola F = 22, 9%, 2%] przez powierzchni¢ S = {0 < z < 1 — 22 — y?} zorientowang

na zewnatrz.

Rozwiazanie przykladu (a):

Mozemy skorzystaé z twierdzenia Gaussa. Zatem potrzebujemy policzyé¢ pochodne czastkowe

or _ 9Q _ OR _
5 = 2%, By =2y, %, =2z

Mamy

@ w2dydz + y dzde + 2dxedy = jjj (2x + 2y + 22) dxdydz = 1
S G

gdzie G : {(x,y) € D, 0< 2 <3 —2x —y}, za$ D jest rzutem prostopadltym czworoécianu na plaszczyzne
xOy. Jest to trojkat ograniczony osiami uktadu wspotrzednych x = 0, y = 0 oraz prostg y = 3 — x. Zatem

3 3—x 3—x—y
I = QJIJ(x+y+z)dxdydz:2/ dm/ dy/ (x4+y+2)dz
2 0 0 0

3 3—x 1 z=3—xz—y
= 2/ l/ ((:p +y)z+ z2) dy] dx
0o |Jo 2 2=0

= 2/03 [/03_96((:U+y)(3—as—y)—|—;(3—x—y)2) dy} de.

Po wykonaniu obliczen otrzymujemy

I 1,2, 9
I = 2/0 /o (_537 — Y — 3y +§) dy| dx
a7 1,2 L 9 13,9 37xd
= 2 [ty e -+ 3]
.| 5T7Y Q:Uy ey +2y0 T

dz.

= 2/03 :—§x2(3—a:) — ;x(3—$)2 —tB-2’+5(B -2

Wykonujac elementarne obliczenia i redukujac wyrazy podobne, mamy
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Zadanie 2. Korzystajac z Twierdzenia Stokesa z wykladu:

(a) Oblicz catke I = ¢(z — y)dx + (y — z)dy + (2 — x)dz, gdzie krzywa K jest brzegiem zorientowanym
K
dodatnio wzgledem podanego ptata S:

*) S - dolna strona poélsfery z = /9 — 22 — 42,
#*) S - gbérna strona paraboloidy z = 1 — 2% — y? odcietej plaszczyzng z = 0,
) S - dolna strona stozka z = /a2 4+ y? — 2 odcietego ptaszczyzna z = 0.
(b) Oblicz catke I = §(x? + y?)dx + (v* + 2%)dy + (2* + 2?)dz, gdzie krzywa K jest brzegiem stozka
K
z = v/x? + y?, odcietego plaszczyzna z = 1, przebieganym w strone przeciwna do ruchu wskazéwek
zegara.
(c) Oblicz catke I = § 2z dx + 3y dy + 4z dz, gdzie krzywa K jest brzegiem polsfery z = /4 — 2% — 3?2,
K

przebieganym w strone przeciwng do ruchu wskazowek zegara.
Rozwiazanie przykladu (a):
%)
Krzywa K jest brzegiem ptata S, czyli brzegiem poétsfery z = /9 — 22 — 2. Mamy

P=x—y, Q=y—z R=z—-=x

aR_Ov %762)2:_17 67P_O aR__lv 8Q:Oa ai:_l

oy 0z — ) Oz dx oy

Z twierdzenia Stokesa mamy

f(a: —y)dz + (y — 2)dy + (z — x)dz = jj dydz + dzdzx + dxdy.
K S

T

Réwnanie funkcyjne ptata S to réwnanie z = f(z,y) = /9 — 22 — y2. Stad f. = e oraz
[y = ——F—5—. Zatem
9—x2—y2

f dydz + dzdx + dxdy =
s

D

- <_9f:g_y2 4 1) dudy = 1.
D

Poniewaz D jest rzutem prostopadtym S na plaszczyzne Oy, czyli kotem z? + y? < 9. Korzystajac ze
wspoéhrzednych biegunowych o = rcos, y = rsing, gdzie r € [0,3] oraz ¢ € [0, 27], mamy

31 /2w
T COS (=T sin
I = /0 /0 (fgjz“’“)rd@”}dr

31 2w

(&(cosgo%—singo) +r) dgo} dr

5—

7"2 : ™ e
| J5—= (singp — cos P + r[p)3 ] dr
3 1
= [0+ 27 - 7] dr = 27 - =[r*]3 = 9.
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Zadanie3. Znalezé strumien wektora I przez niezamknietg powierzchnie.
(a) F = [2%, x2,4?] - przez plat paraboloidy obrotowej z = 4 — 2% — 42, 2z > 0,
(b)

Rozwigzanie przykladu (a):

ol

= [y, z, x| - przez powierzchnie boczng walca 2% +y? =1, 0 < z < 4.

Rozwazany ptat nie jest ptatem zamknietym, wiec nie mozemy skorzysta¢ z twierdzenia Gaussa. Mo-
zemy jednak domknaé go kolem z? + 3% < 4 lezgcym na plaszczyznie z = 0. Oznaczmy przez S, plat
paraboloidy obrotowej, a kolo (jego gérna strone) przez S,. Zgodnie z tymi oznaczeniami postawiony
problem sprowadza sie do obliczenia catki

I = ﬁ 22 dydz + xz dzdx + 3 dxdy.
S1

Poniewaz S = S; U S, jest platem kawatkami gladkim, zamknietym, ktory ogranicza bryle G postaci
G: 0<2<4—2%—9y?% wiec mozemy skorzysta¢ z twierdzenia Gaussa

I= @ 22 dydz + xz dzde + yidedy = fff (0+0+0)dxdydz = 0.
S G

Z drugiej strony obliczamy catke powierzchniowa zorientowana po Sy o réwnaniu z = f(z,y), f(z,y) =0,
2?2+ y? < 4. Mamy [ =0, fy,=0i
I, = giﬁ 22 dydz + vz dzdx + y* dedy = JI(O +0+y* - 1)dzdy |
D

Sa

gdzie D jest rzutem prostopadlym S, na plaszczyzne Oy, czyli kotem 2% + y? < 4. Zatem
2 2
I, = jj yidrdy = / [/ r?sin? ¢ - ’l"d(p} dr
5 o Lo
2 2 1 1
= /0 Uo 3 (2 — 20052@) dgo] dr

1

/2 3[ o2 rﬂd /2 lr—0]d —1[4]2 =1
= —p— —8 = — = - =A4r.
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Wiemy, ze

I = @ 22 dydz+xz dzdz+y? dedy = ﬁ 22 dydz+xz dzdr+y? dxdy+9ctﬁ 22 dydz+xz dzde+y? dedy = Li+1s
S S1 Sa

wiec 0 = [; 4+ 4w, a zatem
Il = —4m .



